!'_ METODE NUMERICE IN INGINERIE

APROXIMAREA FUNCTIILOR



Aspecte generale

Utilitatea aproximarii functiilor pe cale numerica:

» functia care trebuie prelucrata are o expresie analitica foarte complicata;
 functia nu are o expresie analitica cunoscuta si este data sub forma tabelara.

Metode de rezolvare a aproximarii functiilor:
e aproximarea prin interpolare;

e aproximarea folosind functii spline;
e aproximarea dupa metoda celor mai mici patrate.
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Aspecte generale

Aproximarea functiilor prin interpolare

Se considera o functie original £f{X) definitd sub forma tabelara:

X | Xog . X
Jn

flfo o

f: [‘xﬂ': xi“f] HR

Criteriul de interpolare — determina functia de aproximare F(X) impunind conditia ca
in punctele de definitie a acestei

functia de aproximare sa coincidid cu functia original f{X)
functii:

F(Xy) = £ [ (1)

Dupa forma functiilor de interpolare se disting uriatoarele tipuri de interpolari:

Interpolare polinomiali;
Interpolare rationala;
Interpolare logaritmica.
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Aspecte generale

Forma generala: F(x) =ayFy(x) + @ Fy (x) +--- + a, F, (x) (2)
Interpolarea polinomiala: F(x)=ay + ayx +ayx® +---+a,x" (3)
Interpolare exponentiala: E(x)=a,+ae* +a,e” +-+ae™ +be  +--+be™ 4)

Interpolarea trigonometrica: 7(x)=a, +a cosx+a, cos2x+-+a, cosmx+b sinx+--+b sinnx (5)
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Interpolarea polinomiala

Forma generala: F(x)=ayFy(x) +aF(x)+---+a,F,(x) (6)

In cazul expresiei (6) se pune problema gasirii coeficientilor ax (k= 0, ..., n) din conditia
de interpolare, adica a rezolvarii sistemului de ecuatii liniare:

1 Xg xé Ig_ _an_ _fu_

I x x - x| |a|_|A
I (7)

_1 X Ii I:_ 4, _fn_
V]4l=[s]-[4]=0r1" (/] (8)
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Diferente finite

Fie functia 7: [ 4, 5] — R si reteaua de puncte (noduri) xv, xi, ..., X presupuse echidistante.

Pasul de discretizare: Ax= H= X1 — X

Daca A xx) = yx atunci:
M) =8 =V — Ve« diferenta finita progresiva de ordinul intéi

2 - © o i . - -
Ay, :’ﬁ(}’kﬂ —yk):ﬂykﬂ N =Yy -ty <+ diferenté finita progresiva de ordinul doi

32 V2. 1 . .
ANy.=A b"ﬁcﬂ ~ V)20 Y — Ay —b'ma ~2per + Ve )-

(. _ . ‘ _ ‘ . <— diferenta finita progresiva de ordinul trei
k2 ~ Wi + J"k) = V3 = 32 + 3V~ Vi

ANy, =Ny, —A Ty, k=0.n—k +<— diferenta finita progresiva de ordinul “i”
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Diferente finite

Tabelul 2. Tabel diagonal de diferente finite

Tabelul 1. Tabel orizontal de diferente finite ; y | Ay | Ay | Ay | Al
0 0
X y | Ay | Ay | Ay | Aly : Ay,
Xo Yo | Ayo | A’yo | A’yo | Alyg X4 Vi A%y,
Xt | yi | Ay | Ay | Ay Ay, Ay,
X | 2 | Ay | A%, 2 | Y Ay, A'yo
X3 V3 ﬁ}’g ﬁ}’z ﬂ3}"1
Xy | Va X3 | ¥ A%y,
.ﬂ}’g
Xy Y4
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Aproximarea cu polinome de interpolare Lagrange

Fie functiareala 7: [a, b] — Rsi x1, x2, ..., Xxa reprezentand n puncte din intervalul de

definitie [ 4, ], pentru care se cunosc valorile f{ xx).

Forma polinomului de interpolare:

Fo(0) =Y f. L(x)

X-x X-x, xX-X X-x X-x
’ ] 2 k-1 k+l n
Li(x)= . .
=N Ty N T X Y T X N X
ntl
X-X;
=1 Lo k=Ln
]'21- xk_xl
rEIUAS 2 F(9= L@+ ALE)
X—X X—X
Li(x)=—"%; Ly(x)=—"
X1 — Xy Xy — X
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Aproximarea cu polinome de interpolare Lagrange

Functiile cardinal reprezinta polinoame avand gradul 7 care satisfac o conditie de tipul:

(17)

0 daca k=i
. - afcz
1 daca k=i

L,(x;) :{

Pentru a demonstra ca polinomul trece prin punctele de interpolare, in relatia (13) se va
inlocui x cu xz

Fr(x;) :ka"{k(xf) (18)
k=1
Fi(x,)= kagﬁ:f =V (19)
k=1
Eroarea de aproximare cu polinoame Lagrange:
f(x:) _FL (Jf) _ (I_xl) ' (I_‘TE)"'(I_:{H) .f(n:l(g) (20)
1!
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Aproximarea cu polinome de interpolare Newton

Fie o functie 7: [a, 5] — R, pentru care se cunosc valorile {xx) = y«in nodurile xx
(k=0, ..., n) presupuse echidistante: xx = xz + kh.

Forma generala a polinomului de interpolare Newton:

N,(x)=a, +(x—x)a, +(x —xy)(x—x))a, +...+ (x —x,)x —x))...(x —x,,)a, (21)

Algoritmul determinarii coeficientilor a, ay, ..., an

o Determinarea coeficientilor a si a1

N (x)=a, +(x—xy)q (22)
Ny(xg) =ag +(xg —xp)a; = ¥y = 19 = ¥ (23)
Yi—4qg V1= Yo
o, = = :ﬂ
! X, —Xp X, — X, /o (24)
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Aproximarea cu polinome de interpolare Newton

e Determinarea coeficientului az:
Ny (x) = Ny (1) + (2 —xg)(x —x; Jay =ap +(x—xg Jay +(x —x)(x—1; Ja,

N,(x,)=aq, —|—(x?_ _x{])al +(x, _x{])(x?_ _-‘:1)‘92 =¥

Vi—¥
¥2— o - ”D(xz—’fo)
azz}z—ao—al(xz—xo): 17 %0 _
(xz —Xp )(’fz _xl) (xz —Xp )(’fz —-’Cl)
Vi — ¥
}’2—}’1+}’1—}’0—;1 ;D(xz—x1+x1—xo)
X1 —Xp

(2 =20y — ;)

2= YN1— Yo
Y24 %X :ﬁﬁ -4
Xy — Xy Xy — X

2
=A fD
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Aproximarea cu polinome de interpolare Newton

¢ Determinarea coeficientului an:

ﬂn_l fi . &n—l f[j

¥l
arz - =A f[]
X, —Xg
Tabelul . 3. Calculul diferentelor divizate
X Vi ﬂ.fk ﬂ.sz ﬂ.a'fk
¥ 7
Y1i—Yo | \2 Afy — Afy A f] —A°
Xo | Yo | Ao = Nfo=—"r—|Afy = / Jo
Ya—Y1 | \2 Af, — Afy
X1y E“fl = A f[ﬁl - -
Xy — Xy X3 — X
Va —
X2 ¥ &fz =2 -2 - -
X3 — X3
X3 | V3 - - )
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Aproximarea folosind metoda celor mai mici patrate

Determina functia de aproximare A x) impunand conditia ca suma patratelor
distantelor dintre functia A x) si cea de aproximare A x) in nodurile de interpolare
sa fie minima.

Modelarea matematica a criteriului celor mai mici patrate:

S= 2 (f(X)-F(X)) =3 (f, - F(X,)* = min (26)

Dupa forma functiei de aproximare F(X) putem avea:
e regresie polinomiala;

 regresie exponentiala;
e regresie logaritmica, etc.
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Aproximarea folosind metoda celor mai mici patrate

Regresia polinomiala

p -
Forma functiei de aproximare: Fx)=ay+ax+a,x’ +...+a,x? = > ax! (27)
i=0
M £
Expresia functia obiectiv: S=> (- (af x;))f — min (28)
i=0
. o 58S & L ) 8
Determinarea coeficientilor se ~ —=2%"|f, - ax} |- — fk Z ax,—ax]|=
face plecand de la anularea oa, k=0 =0 a i=
derivatelor lui S in raport cu aj: : (29)
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Aproximarea folosind metoda celor mai mici patrate

Regresia polinomiala

M

ax;’ = Z fixi j=lL...p

M-

Il
=

k=0 i

(30)
n
Zaf x;"’—kax;’ j=1L...p
i=0 k=0 k=0
( Fi i b
nay + Y X+ Y ax; =2 fi
=0 =0 =0
] H 3 H M
DXply + D X+ + Y a,xg = fixg 31
) k=0 k=0 k=0 k=0 (31)
M H M 5 M
Dxgay+ Y axg .+ a,x " =% fixg
k=0 =0 =0 =0
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Aproximarea folosind metoda celor mai mici patrate

Regresia polinomiala

Forma matriceala:

[X]
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Aproximarea folosind metoda celor mai mici patrate

Regresia liniara

Forma functiei de aproximare: F(x)=a,+ax (34)

- 2
Expresia functia obiectiv: S = Z(fﬁ: —dy — "311-1') (35)
pay

S i

Determinarea coeficientilor se — =37 d. —a.x D=2 +na. +a. Y x. =

face plecand de la anularea 6 ;Uk ! lk)( )= { ka ‘ ;k} (36)
0
0

derivatelor lui S in raport cu aj: g . . .
- - Zz(f}: — 0y = 4% )(=X;) = 2{_ Zxkfk +”Zx;c Ta inj =0
4y k=0 =0 k=0 =0
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Aproximarea folosind metoda celor mai mici patrate

Regresia liniara

faﬂ +Xa, =f

L

_ 1 &
x;Z

k_

4 E #
¢?+[12x§_]{11 = lz.rkfk
i 1

(37)
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_fzxf:_fzxkfk
. gy == k=0 .

_ 1k
f==>fr: (38)
n ;o




